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IX=1: 


1. I] teorema di De Giorgi, sulla hòlderianità delle soluzioni 
deboli delle equazioni lineari ellittiche del secondo ordine a coeffi- 
cienti misurabili in forma di divergenza, ha, come noto, consentito di 
risolvere definitivamente il problema dell'analicità degli estremali di 
certi funzionali che compaiono nel calcolo delle variazioni (cfr. Semi- 
nario di Miranda), ma ha dato anche un impulso decisivo allo sviluppo del 
la teoria delle equazioni ellittiche lineari e quasi-lineari di ordine 2 
a coefficienti misurabili. 

De] suddetto Teorema, ottenuto in modo indipendente anche da 
Nash, è stata fornita da Moser una dimostrazione "semplificata", fonda- 
ta su una tecnica applicabile ad ampie classi di operatori. 

Una esposizione esauriente di questa teoria, insieme con ampie 
indicazioni bibliografiche, si può trovare, ad esempio, nella monografia 
di Gilbarg e Trudinger [3]. 

Il risultato di De Giorgi è stato esteso ad operatori ellitti- 
ci degeneri e/o singolari, ad opera, soprattutto di Murty-Stampacchia, 
Kolodii e Trudinger ([7], [5], [10)). 


I risultati di questi autori sono del tipo seguente: sia 


n 

È) d 
a pa d ‘i 3) 
i,Jj=1 i 3 


e tali che, per opportune funzioni non negative A 


un operatore ellittico in un aperto Q di R", con ij = 84 misurabili 
n° risulti: 


pe 


Salfi PRROORO II, — CLOIPE. DIRE - 
Co LA; 86 Laz; E; E; 60, DL 1%) 8; 


J=1 isj di 


dove Ca e C, sono costanti > 0 non dipendenti da x e da &. 
Allora 


IX 2. 


E: P; 

emer 3(9) per opportuni p. > 1, j=1,...,h, 
(1.1) : ad 3 
e se (sup A,/inf XA,)E L (9) 


le soluzioni deboli di Lu = 0 sono (localmente) hòlderiane in 92. 
Ovviamente le ipotesi (1.1) non risultano soddisfatte anche in 
casi semplici come il seguente 


2 2 
da xl, a>o. 


(1.2) L, "_ + " 

D'altra parte, non si può non sospettare che le soluzioni debo 
li di L, u = 0 abbiano una qualche regolarità; infatti, per un ben noto 
teorema di Hormander [4], se a è un intero > 0, l'operatore (1.2) è ipoel 
littico e, quindi, le distribuzioni u verificanti Lu = 0 sono C°. 

In questo seminario intendo esporre alcuni risultati, ottenuti 
da Franchi e da me, i quali mostrano, seppure in una situazione partico- 
lare, che un approccio di tipo geometrico, fondato sulle proprietà delle 
curve integrali di certi campi vettoriali associati agli operatori, con- 
sente di ottenere risultati di regolarità hòlderiana anche in casi "for- 


temente degeneni". 


2. In tutto il seguito L denoterà l'operatore a coefficenti 


reali 
n 
d d 
(2.1) Ls bs E 1 ira 
i,j=1 i j 
dove a, a.. ( = ) E L°(R") isti sad ago. 


“ e 
ij ji 
Supponiamo che esista una n-pla X = (A, 330034) di funzioni 


° n : 
continue e non negative su R. tali che: 


n n 
Wi) 0 L meg L agodcoaso boca 
O; g1 0) i J ; j 


Vx E R", veeR (Co? C, = costanti > 0). 


Sulle funzioni A facciamo le seguenti ipotesi: 


H-2) A; (4) D VCR ULT dove o è Lipshitziana in R e, per 
RES ta è di classe cl) in RX{0}; inoltre Ce) = 
= a) per ogni t e Re per ogni k # j. 


H-3) Esistono delle costanti positive P; K tali che 


k 350)» R'EGRekig= eten ag 


d 
0 Bag A 00) <P; 


Osservazione 2.1. Questa ipotesi constente a A; di "degenerare" 
soltanto sugli iperpiani xk 3 0 con k # j e, in sostanza, non consente 
degenerazioni di ordine infinito. 

Se 9 è un aperto limitato di R" indichiamo con M, (92) (Wi (2) 

il completamento di {u € C°(9) / Ilu; W (O) < + 00} (c7(9)) rispetto 


2 i du 2,3 
lu; W(Q)1 = (lu; L,(0)I° + L' I; du; L,(9)I°)*. 


Al fine di dare una naturale definizione di soluzione debole 


dell'equazione L u = f, f € Ly (a), introduciamo la forma bilineare 


L : Hu (2) x N, (9) + R 


definita dapprima su (W, (2) NC (9) x (W, (2) N C°()) nel modo seguen- 
te 
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‘ du av 
Lu) = f (CY a, auv) dx 
Q i,j=l TA 
e prolungata poi per continuità su H_ (9) X M, (9) (si noti che in forza 


della H-1) e della limitatezza di a risulta 


IL(usv)]| C, (lu; w, (2) Iv; W (20) 


loc 


1060) (u Wi (2) <=> du n, (9) ò c(0)) con 


Se v € (0) ed u MW 


veniamo di porre 


L(u,v) = L(wu, v) 


dove y € cola), y = 1 sul supporto di v. E' facile riconoscere che questa 


definizione non dipende dalla scelta di y. 


Definizione 2.1. Se f € 15°" (a) e se ue I° 


è soluzione debole di L u = f in9 se 


2), diremo che u 
Pl 


(2.1) Luv) =- [ fvdx , Vv E C-(0) 
Q 
Diremo che u è soprasoluzione (sottosoluzione) della equazione 


Lu= f, oppure che verifica L u < f (Lu>» f) se 


L(u,v) >» - | fvdx, Vve ca), V.5.0; 
, n * 
Per formulare il Teorema di hòlderianità delle soluzioni debo- 
Ji di Lu = 0, dobbiamo dare una ulteriore definizione. 
Indichiamo con €; j= 1,2... îl versore si (0,...,1,...,0) 
e poniamo x; = 7 Cir i J 
Una poligonale y € C([0, T], R") diremo che è A- ammissibile 


se ha un numero finito di lati, ciascuno dei quali è curva integrale di 
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qroooot Xn: 


Indichiamo con A l'insieme delle poligonali A-ammissibili. 


uno dei campi + X 


Definizione 2.2. Diremo che due punti di R", x ed y, sono 
\-connettibili se esiste una poligonale X-ammissibile di estremi x ed Vo 

Un aperto di R" diremo che è Localmente \-connesso se, per 0- 
gni x € 2 e per ogni intorno V di x, esiste un intorno W di x, contenu- 
to in V, tale che ogni punto y € W è A-connettibile con x mediante una 


poligonale y E V. 


Esempi. 2.4) Se A; > 0 Wiz, 21h; R" è localmente \-con- 


nesso. 


25) Se ij F1e Ap (x,y) = |x]® (a > 0) allora RÈ è localmente 
ve (A: Ap)-connesso. 
n o) a' B ; 
2.6) Se X, = 1, Ap (xyz) = |x|, A3(x:y»2,) = |x|" |y]" (a,a',B > 0) al 
lora R3 è localmente X = (A Ap» A3)-connesso. 


di 1 e Ap (x,y) = max(0, x). 


2.7) Siani = (A x) con X 
In questo caso due punti qualsiasi di RÉ sono A-connettibili, ma, 


ad esempio, l'aperto 


QD? {(x,y) E RE /x < 0} 


non è localmente \-connesso. 


2.8) Sia X = (A, A,) con A (xy) = |x| e Ap (x,y) = Iyl. 
Gli aperti 2, = {(xay) € RÉ/x > 0,y> 0} e Q, = {(x,y) € RE/ 
x > 0, y < 0} sono localmente \-connessi. 


2 
L'aperto % = {(x,y) € R°/x > 0} non è localmente A-connesso. 
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0, N 

2.9) Se i; EC (R) Vj = 1,2,...,N, ogni aperto di R" è localmente 
\-connesso se il rango dell'algebra di Lie generata da Xjaee 0h 

è uguale ad n in ogni punto di R" (Teorema di Chow; si veda, ad 


esempio, [ 7]). 
Vale il seguente 


Teorema 2.1. Se 2 è un aperto di R" localmente \-connesso, 
ogni funzione u € Wa), soluzione debole di L u = 0, è localmente 
hélderiana in 9. 

Una tappa essenziale nella dimostrazione del Teorema 2,1 è 
costituita dalla seguente generalizzazione della classica disuguaglian- 


za di Harnack. 


Teorema 2.2. Sia 2 un aperto di R" connesso e localmente A-con 
nesso. Sia u > 0, soluzione debole di L u = 0 in 2. Allora, per ogni com 


patto K C 9 esiste una costante C = C(K) > 0 tale che 


sup u<C inf u. 
K K 


La dimostrazione dei Teoremi 2.1 e 2.2 è stata da noi consegui 
ta adattando alla presente situazione la tecnica introdotta da Moser nel 
caso ellittico e combinando questa con una opportuna estensione del Lem- 
ma di John-Nirenberg sulle funzioni ad oscillazione media limitata. 

Il nostro procedimento poggia su tre punti, essenzialmente: 

a) proprietà di una distanza d su R" che risulta "naturale" per L così 
come la distanza euclideo è naturale per l'operatore di Laplace; 

b) un Teorema di immersione dello spazio HW in un opportuno L9, con 
q> 2; 


c) un lemma, che estende quello "classico" di John-Nirenberg, relativo 


Me 7. 


alle funzioni ad oscillazione media limitata rispetto alle sfere del- 


la distanza d. 


3. La distanza d. Allo scopo di fornire una giustificazione del 
la definizione di distanza che daremo nel corso di questo paragrafo, SUp- 
poniamo dapprima che ogni funzione 4 sia C° è strettamente positiva. 

In questo caso si può definire su R" una struttura di varietà 


riemanniana generata dalla forma bilineare 


n 
-2 
ghotni e FA Ea, 
Jai 
Se con U indichiamo l'operatore "gradiente" relativo a tale 


struttura, risulta 


Jo, #15 = 3 i) E 00). 
j=1 j 

Questa espressione è, esattamente, quella che figura nella de- 
finizione della norma dello spàzio H (0). 

La forma bilineare g appare quindi più calzante all'operatore 
L di quanto non lo sia il prodotto interno euclideo; risulta naturale 
pensare che ciò accada anche per le rispettive distanze. 

Ora, la metrica riemanniana generata da g è così definita 
(x,y E R"): 


d (x,y) = infr, e c 


Una, o 


dove 


Ti seen 2,3 
rm = | IRC ROBE ONI TO a LT 
o ji 
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In particolare, se y è una curva integrale di uno dei campi 
VITREZEO NE ad esempio se y'(t) = X (rt), risulta NAZIP = 1 e, quin 
dia rv) TL 

Più in generale, se y € C([0,T], R") è una poligonale A-ammis 
sibile, allora r(y) = T. D'altra parte si può provare che d, è equiva- 
lente, con costanti dipendenti solo da n e dalle costanti di Lipshitz 


di A rispetto ad x» J = 132,00 sN (alla distanza d, così definita: 


d (x,y) inf{r(y)/y E C(0,T ; R'), vE A, y(0)=x, y(T)=y} 


inf(T/3y EA: y E C(CO,TI, R"), y(0)=x, y(T)=y} 


Queste osservazioni suggeriscono di associare all'operatore L, 


in generale, la "distanza" di definita come nelle righe precedenti: 


(3.1) d (x,y) = înf(T € R/T > 0, 3y € C([O,TI, R), ye A: 
y(0) = x, y(T) = y} 


Ovviamente, l'insieme che figura al secondo membro della (3.1) 
è # PP se, e solo se, x ed y sono A-connettibili e d, è una distanza su 
ogni aperto connesso e localmente \-connesso di », 

Nel caso in cui A1,3° a € cr"), distanze modellate sull'ope- 
ratore L in modo analogo a quello descritto qui sopra, sono state utiliz 
zate, molto recentemente, da Nagel-Stein-Wainger e Fefferman-Phong ([8], 


[2]). 


Esempi. 3.1. Se x; (SI ca, E, Ja 12 glia 2 Se A pango 
dell'algebra di Lic generata da \ITEZZZNA è uguale ad n în ogni punto di 
R", per ogni compatto K € R" esistono una costante positiva C = C(K) ed 


un intero } 0 m = m(K), tali che 
1 


- m+1 
(3.2) d 0x9) < che - gl" 


(m = ordine dei commutatori di VITEZZENA necessari per generare n-vetto- 


ri linearmente indipendenti). 
La (3.2) si può provare utilizzando la formula di Campbell- 


-Hansdorff come, ad esempio, in [4] pag. 163. 


3.2. Siano A =l1e Xp (x,y) = |x®, a > 0. Valutiamo la distanza di di 


(0,0) da (0,h),h> 0. 


Sia y la poligonale X-ammissibile indicata in figura. Parame- 
trizziamo i seguenti Y: Ya: 93 in modo tale che le parametrizzazioni ot 


tenute siano curve integrali di +(1,0) o di +(0, x]: 


yj(t) = (t,0), ogtxg x; 
vlt) = (xt), og tg hx%; 


(t, h), oKtxx. 


Y3(t) 


Allora r(y)= 2x+h x. La funzione x > 2 x + hx ° ha mini 


mo nel punto x = (a h/2) 1/04! ed il minimo vale 


1 a b (3 i 
2(Eny0+1 4 (et! h a+1 = C(a) h o+1 


2 a 
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Pertanto 
sd DA 


(3.3) = d,((0,0),(0,h)) < C(0) n9+! 


Ora si può provare che în (3.3) vale proprio il segno = in quan 
to, per ogni curva y X-ammissibile che connette (0,0) e (0,h), esiste 


una curva Y, del tipo precedente tale che ro) rv). 


(*) Osservazione. Per quanto vedremo più avanti, è interessan- 
te notare che la poligonale * che minimizza r(y) è costituita da lati 
aventi "\-lunghezze" equivalenti (ad piesti, fra Loro . 

In generale, per ogni punto (x,y) E RE e per ogni h > 0 risul- 
ta: 


d, (x,y), (x,y+h)) = mint|x|® h, hl/041). 


Si può ben capire che la distanza d, non risulta sempre così fa 
cilmente valutabile come nell'esempio 3.2. 

D'altra parte, come vedremo più avanti, la tecnica da noi impie 
gata richiede, fra l'altro, una stima della misura (di Lebergue) delle 
sfere di d, difficilmente ottenibile senza una conoscenza abbastanza espli 
cita della distanza stessa. 

Per questo motivo noi abbiamo sostituito a d, una pseudo-distan- 
za d costruita con un procedimento suggerito dalla Osservazione (*). 

Se, per ogni x € R", indichiamo con 


t; 
t+e (x) (i 1,2; 


la curva integrale di x; uscente da x, si ha il seguente 


IX 


Lemma 3.1. Supponiamo R" localmente A-connesso. Allora, per o- 
gni k = 1,2,...,N, esistono p = p(K) funzioni E }, x R' + R tali che, 
per opportuni Iyosehalo E {1.3}; risulta 


(o) (x, t)X. (o) (orto 
x + te, = (e P etii e ] 1) (x) 


per ogni x € Re per ogni t € R. 
Esiste inoltre una costante C > 0 tale che 
k k 
(30) Telo] < 10 ot] cc 19 
per ogni x eR, per ogni t € R, per ogni i,j = 1,...,h. 
Per la dimostrazione di questo lemma facciamo uso in modo es- 
senziale delle ipotesi H-2 ed H-3. 


Ovviamente le curve 


Va Ss Pi 50x92), sE interv(0,61" (x,t)), 
(k) 
3 di (X3t)X5, a 
dove x09) =" € xi) _ e 3° “i UAC 1), per j = 2,....p, sono 
A-ammissibili e, quindi, 
(k 
d, (x,x+te,) K L ld; (x,t)| 
Per la (3.4), posto 90%) = IN], risulta 
k k 
ds 


; k 
Noi assumeremo ol (xt) come "distanza" di x da x + te 
(Cf. (ES. 322) 


k 
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Definizione 3.1. Siano x ed y € R. 


Se y=x+ te, per un opportuno k = 1,2,...,N, poniamo 


(k) 
ea. 


gl) 


(x,t), set 0 
d(x,y) Dos 
(y.-t), se tx 0 


Se y = x + h poniamo 


n 
k=1 
dove x ) = xe g5K) = X+ h, e, +...t hx e, per k= 1,2, shig (0) = Y 
(K) _ CSI 
e y =Y- h, e, Sg hx e, per K= 12 cla 
X a, 9, = 1) ed, 
(€2) 
(2) o) 
x 
R° gilxox s 


(**) Osservazione. Risulta subito dalla definizione che d, < d. 


Nel caso dell'esempio 3.2 si può provare che è di = d. 


La funzione d così definita è una pseudo-distanza. Infatti: 


Proposizione 3.1. i) d(x,y) 70, =0<=>x=y; 
ii) d(x,y) = d(y,x)  vxy ER"; 


IX-13. 
iii) per ogni compatto K £ R" esiste C = C(K) > 0 tale che 
d(x,y) < C(d(x,z) + d(z,y)) = wx,y,z EK. 


Dalle ipotesi sulle A;> in particolare dalla H-3, segue inoltre 


la disuguaglianza 
(3/5) d(x,y) <C |x - yJ”, x,y E K, 


dove K è un (qualunque) compatto di Rote GR) Sd aa d 0. 
Osserviamo che 1'<potesi H-3 è, in una qualche misura, necessa 
nia per la validità di (3.5). L'esempio seguente chiarisce il senso di 


questa affermazione, 


Esempio 3.3. Siano A =z1le Ap (XY) = b(x), con DEC (R). Mo- 
m 


he) soe, 


striamo che, se vale (3.5), allora esiste m > 0 tale che dgr 


quindi, My verifica H-3 in un intorno di (0,0). 
PINO - dUb a 
Ragioniamo per assurdo e supponiamo amo) = 0 per ognim> 0. 


Allora, preso m > 1, si ha: 
m 
b(x) < Clx YVre ]=tf,Aba Cn > QL 


Pertanto, se y = (u,» Up) con h, = 1e un (x,y) = cal, risul 
ta d,/ WxWy dl M x W, dove W è un opportuno intorno di (0,0). Dalla 
(3.5), allora, si trae: 


C h° > d((0,0), (0,h)) > C, d((0,0), (0,h)) > 


> Cc d ((0,0), (0,h)) = (Cfr. Es. 3.2) = 


i 


i 2 SCCI RE TA 
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per ogni h > 0 e sufficientemente piccolo. Ciò è assurdo perché 
1 Î 
o > = >) n° 
La pseudo-distanza d ha un'altra importante proprietà. Infatti, 


se con S(x,p) indichiamo la sfera 
S(x,p) = {y € R'/d(x,y) < o} 
si ha 


Proposizione 3.2. Per ogni compatto K E R" e per ogni Po PAL 
esiste una costante A = A(K, Po) > 0 tale che 


u(S(x,20)) < A u(S(x,p)), WVx E K, Wo < po» 


dove u è la misura di Lebesgue in R: 
Dalle Proposizioni 3.1 e 3.2 e dal Teorema 2.2-III di [1] si 
deduce subito il seguente Lemma di scomposizione (di tipo Calderon- 


Zygmund). 


Lemma 3.2. Sia f € L,(R") una funzione } 0 e a supporto compat 


to K. Sea>If; L (R")N/u(K) allora esiste una successione di sfere 


TECO ri) tale che 


i) f(x) ga C q.d. su PUANT, sqxli). ria 


— (DE LEA 
DO) (SR, 1) ‘ «x fdu x Ca; 
IRONICO 
si) DD lst el E ff; 
i R 
(i) li), 


iv) un punto x € R" non può appartenere a più di M sfere S(x î E 
(C = C(K) > 0, M=M(K) E N). 


IX-15. 


Questo risultato, a sua volta, consente di provare, procedendo 
come in [6], la seguente estensione del Lemma di John-Nirenberg sulle 


funzioni a oscillazione media limitata. 


Proposizione 3.3. Sia u € L°(R") con inf u> 0. 
Supponiamo che w = log u sia ad oscillazione media limitata ri 


spetto alle sfere S(x,p): esista cioè una costante C > 0 tale che 


[ Iw- wo] du & C u(S(x,r)) 
S(x,p) ù 


per ogni x € Re per ogni p < Po? dove Po > 0e 


reali 
"s " Sten) L, Ma 


Allora esistono Po >OeM> 0 tali che, per ogni x € da per 
ogni p €10, Pol e per ogni p < Po? risulta 
(| au) (| UP du) < M. 
S( . 


x,p) S(x,p) 


La distanza d, infine, risulta localmente lipschitziana rispet 
to ai campi LTEZEZETAO in analogia con la lipschitzianità "classica" (ri 
spetto, cioè, ai campi n a della distanza euclidea. 

dXq dXn 
Infatti: 


Proposizione 3.4. Per ogni compatto K C R" esiste una costante 


positiva C = C(K) tale che 


n 

d 
) la; (%) o d(y,x)| <C, Wx,yE K. 
j=1 d: 


magra 
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4. Un Teorema di immersione per lo spazio Mm (9). La fattorizza 
zione delle traslazioni lungo rette parallele agli assi coordinati forni 


ta dal Lemma 3.1, consente di provare il seguente Teorema di immersione. 


Teorema 4.1, Sia a un aperto di R" localmente A-connesso e 
sia 9092 9, un aperto limitato. Esiste allora e_ > 0 tale che M_ (9) è 
immerso con continuità in H(9) Ve €10, el (HÎ indica l'ordinario spa 


zio di Sobolev di ordine e). 


Osservazioni. 1) Il numero DAI che figura nel Teorema di immer- 
sione si può scrivere esplicitamente in termini delle costanti b; K del- 
9 


1 Is 
191,2 102,1 


l'ipotesi H-3. Ad esempio, se n = 2, Sg * min { 


2) Se A; € c° Vj = 1,2,...,n, un recente risultato di Fefferman e Phong 


( [2]) afferma che l'immersione 


(e) 


u (0) G HE (a) 


si ha se, e solo se, risulta 


(4.1) da, (x,y) < 0 Jx-ylS 


per ogni x,y € 2 (C = C(9, 2,); in (4.1) e è, per sua natura, < 1). 


Ma allora (Cfr. ® 3.3) l'ipotesi H-3) è, in una qualche misu 
ra, necessaria per la validità del Teorema 4.1. 

A scopo illustrativo proviamo il Teorema nel caso particolare 
din=2,\,=fe Xi (xy) = |x]X,a> 0. 


E' immediato riconoscere che si ha 


1 2 
(4.2) [ ( f Jufxehay)-ulY "dx dy) dh « ha, 3; LR" 


2 
n R2 hnl+2€ 


Vu E C°(R") e per ogni e € 10, Il. 
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Fissiamo ora e €10, dii (si noti che, essendo xD,A,(x,y)=0 
o+1 2 2 


1 
risulta Po 43 o) e consideriamo i] rapporto incrementale integrale di or 


dine € 


2 
(4.3) I -[ cf Ju(xyiM)-ulx,y)[T gx dy) dn, ue CR"). 
0 R2 pl#2e (o) 


Preliminarmente fattorizziamo la traslazione (x,y) + (x,y+h) 
conformemente al Lemma 3,1. 


Risulta (X, = (1,0), x, = (0, |x[®)) 


1 2 


(4.4) = (x,yeh) = e PM 92 e (x,y) 


dove $ = d(x,y,h) è l'unica soluzione > 0 dell'equazione 


(4.4) (x+0)°0=h, 


se x > 0, e dell'equazione 


(4.4")  (-x -9)" 6 = h, 
se xxg DD. 
Si noti che guri <o|x+ d|° $ e che, quindi, 


(4.5) oty,h) < ne"! 


2 : 
Posto R, = {(x,y) € RE /x > 0} e RÉ = {(x,y) E RE /x < 0} risulta 


i 1 


1=[ [0] [piatt 


0 R2 0 R 


Valutiamo int Si ha 
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1 2 
È si f | |u(x,y+h)-u(x+9,y+h)| «e da 


hl#2€ 


1 2 
| | - u(x+9,y+N)-u(x+9,y} dx ay di 


0 R n'+2e 
+» 


Ora 


h 
la h7 (142€) | [ Dyu(x+9,y+5)ds|° dx dy dh < 
R 0 
+ 
1 i; 
f |Pyu(x+9,y+5)]° pre ds dx dy dh = 
0 


h 
p7(1+2e) [ | (2,9) (x+0,y+5)1 ds dx dy dh= 


0 |x+g| 29 


p3 
0 Ro 
1 

=f nl (1a gp,u rey)? + 


0 Ra |x+g]® 


) dx dy dh 


£ (Cfr. (44°), (4,4%) e (4,5) < 


1 121 - e) 2 
£ [ h 3 tf |A D,u(x+9,y)| dx dy) dh 
RÌ 22 


0 tà 
Eseguiamo ora il cambiamento di variabile x+9(x,h) = x'. Poiché 


(14 22) dx = dx' e poiché (Cfr. (4.4') e (4.4")) 
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1+ aL 1 > i 
rig fogna ara gti /À 1 +0 . 
dx Po ò x+9|° 
| |x+g]® 
risulta 
1 
1 «fa(==sp) 
Ce (140) { h sa ti Ja u|î dx dy) dh = 
2% E 22 
0 Ro 


2 
= c(a, e) |, |i,Dzul" dx dy 
n 


Valutiamo ora Di 


1 0) 
IÙ -[ prlie2e) f. | [ D,u(x+5,y)ds|° dx dy dh £ 
0 


0 Ro 


1 ò 
</ h (1+2e) Li [ |, u(x+s,y)1° ds $ dx dy dh «£ 
0 Ro 0 


1 pl/0+1 
$ (Cfr. (4,5)) s/ petFzel la [Du(x+5,9)|° 
0 R 


+ 


1/0+1 


=ds h dx dy dh 


=) 
si f |D u(x,y)15 dx dy dh = 
RÉ 1 


+ 


= C(a, e) ba [o u(x,y)| dx dy. 
R 


+ 


Analogamente si valuta Lr In definitiva si ottiene 


IX-20. 


(RÈ) N + In Du; L_(Ri)M. 


+ 
(4.6) IU < C(I,D,u; L, oDgU; La 


Con la medesima tecnica si riconosce che anche I, e quindi 


I(Cfr. (4.3)), si valuta col secondo membro di (4.6). 


Osservazione. Dalle (4.4') e (4.4") si deduce anche la seguen- 


te stima per la funzione è: 


IxT 6 < |x+9]® 9 = h. 


Quindi, anche per la (4.5), 


I 
d(x.y.h) < min gel, si 
|x| 
Allora, se nella dimostrazione precedente si utilizza questa sti 
ma di $ al posto della (4.5), si riconosce che l'immersione vale anche per 
1 

Sale 

Notiamo che, in effetti, abbiamo l'immersione 
1 


is 


a+1 (a) . 


le] 


M_ (9) G Ho 


5. Dimostrazione dei Teoremi 2.1 e 2.2, Nel corso del paragrafo 
9 indicherà sempre un aperto di R" connesso, localmente \-connesso e limi 
tato. Per semplicità supporremo R" localmente \-connesso. 

Seguendo il metodo di Moser procediamo dimostrando ,nell'ordine, 


i seguenti Teoremi. 


Teorema 5.1. (Locale limitatezza superiore delle sottosoluzio- 


ni). 


2a: 


loc 
x ( 
ogni p > 0 tale che S(x,4p) C 2 risulta 


SiaueW 2) tale che Lu } 0. Allora, per ogni x € Q e per 


supu M_ (0) lu; L (5(x,20))Il» Vpò 1. 
S(x,p) 


(M, (p) = M,(o.p)). 


Teorema 5.2, Sia u € ul °° (9), u 70, u limitata e tale che 
Lu < 0. Allora, per ogni x E N e per ogni p > 0 tale che S(x,4p) CN 


risulta 


infu >M,(p) lu; L_(S(x,20))Il, Vperi, p*[, 
2 p 

S(x,p) 
dove p* > 1 non dipende da p(M,(p) = M(p,p)). 

La dimostrazione di questi due Teoremi si può condurre paralle 
lamente, dopo aver mostrato che Lu } 0 > Lu® 30, u' = max(o,u). 

Osserviamo inoltre che è sufficiente mostrare il Teorema 5.2 
nell'ipotesi u } k > 0; infatti, se Lu < 0 anche L(u+K) < 0 in quanto 
a 0. 


Dalle definizioni di sotto e sopra soluzione si ricava 


pe 0, seLu>} 0 


Pg > 0, seLlug 0 


a 


(5.1) = L(uv) ,vve W (2), v} 0. 


(1) 


Ora, sen € © (2) e N > 0, poniamo 


Va N i, seug N 
ica A 8-1 , seuz0eB>O 
n(N°+ BN (u-N)), seu}N 


(5.2) 8 
vanu, seu}k>0 e B<0 


TN=:22,. 


Si riconosce subito che v € W (9). Sostituendo nella (5.1) (la 
prima nella prima e la seconda nella seconda), dopo alcune elementari sem 
plificazioni e dopo aver mandato N a + (nel caso B > 0) si ottiene 

2 


c(621) | |v nl Na dx, se B#- 1 
B R" \ 


2 
Cc | Ù lv, n] dx, seB=- 1 


R 
d d 
dove Wi * (A, FIICCERZZA "a; 
1 n 
gu 
u = , sebB#-1 
tal ue 
Su 


log u, seB=-1. 


Supponiamo ora Lu } 0. 


Per il Teorema di immersione esiste q > 2 tale che 


In wi L,(R")I < C(Imws L,(R°) 1 + 1 v, (n ws L,(R")1) 


£ (se diam(supp n) << 1) < C, Il VA W); L,(R°) I < 
(5.5) ì ; 
N c,Cin V (w); L_(R )l+lw VE L_(R I) < 
B+1 


& (per (5.3)) < C,(1 + IF Im (n); L,(R")I 


Fissato x E N e pg > 0, Po < < 1, tale che S(x340,) C 9, ponia 


no nidi = stat git ana ve 2°! 


% R) è una funzione del tipo di quella in 


dicata in figura 


TX=23, 


Oct, Lf 


Allora, poiché LA dle È LA n] < . Quindi, per la 


raer 
(5.5) 1 
C(p_) 


0’ 1 . 
mr (1+ It#3DI Wi Lo (S(x,1,)) I. 


lw; L(S0r I S 


B+1 
Ora, poiché w = u di (B > 0), postop=B+1em = 1!), que 
sta disuguaglianza si può scrivere nella forma seguente: 
2 


ò 2 
(14 EP Hu; L_ (504,7) 


1 


(5.6) è llu; Lap(5067,))! LU 


Poiché, per p = 2, il secondo membro è < + ® (ue 13°" (0)), que 
sta disuguaglianza prova, intanto, che u e LI (a) Vp> 1 in quanto m) 1, 


D'altra parte, posto, per ogni ke NU{0}, 
= pala = pid) pE]0, pl 
Pk k a” ig» 


sempre dalla (5.6) si trae 
1 


1 
(SO, < (280,10) nu; L, SGar,))! 


lu; L 
Pka1 
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per ogni k € NU {0}. Di qui, per iterazione, si ottiene 


k 

> È 
a j=0 mi 
lu; L (S(x,r,,3))! IC 


lu; L_(S(x,20)Il 
Pk+1 p 


e quindi, per k > + , 


supu <Cliu; L_(S(x,20))Il (C = C(oo)) 

S(x,p) p 
Ciòprova il Teorema 5.1. 

Procedendo in modo analogo nel caso Lu < 0 e u } k > 0 (in que 
sto caso B < 0) si ottiene 

ad 
infu = lim ( uPdu) P > 
S(x,p) prio ‘S(x,p) 


per ogni p, ? 0 (C = C(po? Po) * 


Si ottiene inoltre, per ogni pe Po: 0< LA < pi< n) = m, 


1 1 
P Po 
tf uan < cc uPo du) ° 
S(x,2p) S(x,39) 
(G = C(p;? Po): 
Allora, se valesse la seguente disuguaglianza 
È -P 
P È 
62 (J uPo gu) & c( uPo du) °°, 
S(x,3p) S(x,3p) 


sarebbe provato anche il Teorema 5.2 (con p* = di 
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Ma (5.7), in virtà della Proposizione 3.3 è vera se Ja funzio- 
ne w = log u è ad oscillazione media limitata rispetto alle sfere della 
distanza d. 

D'altra parte, per la (5.3), scegliendo N = (d) con y defini- 


ta come in precedenza prendendo r, =re ho = 2r, risulta 


i C(6.) 
68) | DW uf dug 0 u(S(x,2r)) £ 
S(x,r) À r 
clp ) 


S —7 H(S(x,r)) 


per ogni r « Po * 


Si verifica ora facilmente che è 


lw - w_l du & f Iw(z) - w(y){È dz dy)? 
S(x,r) S(x,r)xS(x,r) 


Ora, con una tecnica analoga a quella utilizzata per mostrare 
il Teorema di immersione, si riconosce che il secondo membro dell'ulti- 


ma disuguaglianza si maggiora con 


r(u(S0,r)))t (f 


po, mf aut. 
S(x,2r) 


Allora, per la (5.8), 


[ 


} 3 
PARE lw=w_] du (C,/0,)) (u(S(x,r)))? . 


" Gu(SGxs27)))* < Cl) u(S(x)) 


sfere S(x,p). La dimostrazione, così, è completa. 


IX-26. 


Dai Teoremi 5.1 e 5.2 si deduce immediatamente la disuguaglian 
za di Harnack (Teorema 2.2). Da questa, dopo -aver mostrato, sfruttando op 
portune "omotetie" che trasformano le sfere S(x,p) nelle sfere S(x,1), 


che, per le costanti M, (0) ed M_ (0), valgono le seguenti stime 
u(0) n M(0) © (u(S05,0)È 


procedendo come nel caso ellittico, si deduce 1 Teorema di hòlderianità. 
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